De stelling van Pascal voor cirkels

[Dick Klingens]
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	Stelling 1

Liggen de hoekpunten van een zeshoek ABCDEF op een kegelsnede, dan liggen de punten P = AB&DE, Q = BC&EF, R = CD&FA op een rechte lijn.

Opmerking

p&q staat hier voor "het snijpunt van de lijnen p en q".


Stelling 1 behoort tot de projectieve meetkunde.

Vervangen we "kegelsnede" door "cirkel", dan kunnen we de stelling op de gebruikelijke manier bewijzen met de stelling van Menelaos ("gebruikelijk" staat hier in de zin van "meest gebruikt").

Minder gebruikelijk is een bewijs met behulp van koordenvierhoeken en omtrekshoeken.

We bewijzen eerst:

	Stelling  2 (van Auguste Miquel, 1838)

Drie cirkels S1, S2, S3 hebben precies één gemeenschappelijk punt N. 

Elk paar cirkels heeft dan een tweede snijpunt: P, Q, R. 

A is een willekeurig punt op S1. AP snijdt S2 verder nog in B. BQ snijdt S3 verder nog in C. 

Dan zijn A, C en R collineair.


Bewijs:
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	Zijn ri en Oi (i = 1,2,3) de stralen en middelpunten van Si. 

Het punt B kan verkregen worden uit A door een draaivermenigvuldiging met factor k1 = r2/r1 en over ((O1NO2); het punt C kan verkregen worden uit B door een draaivermenigvuldiging met factor k2 = r3/r2 over ((O2NO3).

Is nu C' het beeld van C bij een draaivermenigvuldiging met factor k3 = r1/r3 over ((O3NO1). De som van deze drie draaivermenigvuldigingen is een translatie, omdat 

k1k2k3 = r2/r1 . r3/r2 . r1/r3 = 1 en 

((O1NO2) + ((O2NO3) + ((O3NO1) = 360o. 


Deze translatie voert elk punt A van de cirkel S1 dus over in een punt C' van dezelfde cirkel. Dat wil dus zeggen dat S1 op zichzelf wordt afgebeeld. Dus C' wordt uit A verkregen door de identieke afbeelding. Met andere woorden C' = A. 
(
De omgekeerde stelling geldt eveneens (hier zonder bewijs).

	Stelling 3
Zij ABC een driehoek. 

De punten P, Q en R zijn willekeurige punten op (opvolgend) de zijden AB, BC en CA. De cirkels APR, BPQ en CQR gaan door één punt (het punt van Miquel bij de configuratie ABC/PQR).

Overigens:

De driehoek gevormd door de middelpunten van deze cirkels is gelijkvormig met driehoek ABC.


We gebruiken stelling 2 bij het bewijs van de Stelling van Pascal (stelling 1, voor een cirkel).

Bewijs van stelling 1:

We kiezen de punten A, B, C, D, E, F op een cirkel.

We zullen nu bewijzen dat het punt Q = BC&EF op de lijn PR ligt, met P = AB&DE, R = CD&FA. Of anders geformuleerd:

Stel de lijn BC snijdt PR en Q1 en de lijn EF snijdt PR in Q2 (in de onderstaande figuur liggen Q1 en Q2 erg dicht bij elkaar).

We bewijzen nu dat Q1 = Q2.
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We bekijken driehoek APR.

We hebben daarin de cirkels S1, S2, S3, met S1 de omcirkel van ABCDEF, S2 de omcirkel van BPD, S3 de omcirkel van DRF.

Deze drie cirkels hebben het punt D gemeenschappelijk. Dus ligt het tweede snijpunt van S2 en S3, noem het G, op de lijn PR (een en ander volgens stelling 2).

Nu is FGR = FGQ1 = ½ bg(RF) op cirkel S3
en FDR = ½ bg(RF) op cirkel S3.

En ook CBF = Q1BF = ½ bg(CDF) op S1,

met CDF = ½ bg(CBF) = 180o – ½ bg(CDF) op S1.

Waaruit volgt dat Q1GF = Q1BF.

De punten Q1, B, G en F liggen dan op een cirkel (gelijke kijkhoek uit B en G op Q1F).

Maar ook:

BGP = 180o – Q2GB = ½ bg(PB) op cirkel S2
en PDB = ½ bg(PB) op cirkel S2.

En BDE = ½ bg(BFE) op S1,

met EFB = ½ bg(EDB) = 180o – ½ bg(BFE) op S1.

Hieruit vinden we: Q2GB = Q2FB.

De punten Q2, B, G en F liggen dus op een cirkel (gelijke kijkhoek uit F en G op Q2B).

Maar de punten B, G en F bepalen één cirkel.

De punten Q1, Q2, B, G en F liggen dus op dezelfde cirkel.

De punten Q1 en Q2 vallen samen, immers de lijn PR kan met deze cirkel (die al door G gaat) slechts een tweede punt gemeenschappelijk hebben.

Waarmee de stelling van Pascal (voor een cirkel) is bewezen.
(
Opmerking

Hierboven zijn de punten in de eenvoudigste ligging weergegeven. Het bewijs gaat eveneens, zij het iets gewijzigd, op voor elke andere ligging van de punten.

Indien gebruik gemaakt wordt van "georiënteerde" hoeken tussen lijnen (ook wel scharen genoemd; het zijn hoeken tussen twee lijnen l en m modulo (, waarbij l en m door een rotatie op elkaar worden afgebeeld), verloopt het bewijs op identieke manier.

